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1. DREPTE CONCURENTE IN TRIUNGHI
1.1. CEVIENE

O ceviana este segmentul care uneste un varf al unui triunghi cu un punct oarecare
de pe latura opusi. Medianele, bisectoarele si Tnaltimile sunt ceviene particulare.

Daca AA'este o ceviana (fig. 1) este binecunoscuta teorema lui Stewart, care afirma
ca este adevarata egalitatea:

A'A*-BC=AB*>-A'C+ AC*-A'B—A'B-A'C-BC

Fig.1

Daca din fiecare varf al unui triunghi se duce céate o ceviana, cele trei ceviene pot fi
-oncurente (au un punct comun) sau nu. In primul caz, tripletului de ceviene i se ataseaza
sunctul lor de concurenta. In context consideram si situatia reciproca in care luand un
Junct oarecare interior unui triunghi ii atasam tripletele bine determinate de ceviene
diferite concurente in acel punct.

Pentru tripletele de ceviene concurente este celebra teorema lui Ceva. Cu notatiile
Jin fig. 2, aceasta afirma ca este adevarata egalitatea:

BA CB, AC _,
AC BA CB
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Fig.2
Reciproca teoremei este adevaratd, deci considerind punctele 4, €(BC),

B, €(C4), C, €(A4B), daca este adevarata egalitatea de mai inainte, atunci cevienele
AA;, BB; si CCy sunt concurente.

1.2. CEVIENE IZOGONALE

Fie triunghiul ABC si cevienele AA; si AA,. Cele doua ceviene sunt izogonale dac
m( £ BAA;)=m(£ CAA;) (cevienele sunt egal inclinate fata de laturile triunghiului si fata
de bisectoarea interioard a triunghiului dusa din acelasi varf cu ele) (ig.3). -

L

B A - ) A *c
Fig.3

Pentru perechile de ceviene izogonale este binecunoscuta teorema lui Steiner.
Aceasta afirma cd, dacd AA; si AA; sunt ceviene izogonale este adevirata egalitatea

BA4,-BA, AB’

A CA-C4, AC?

(1)
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Intr-adevirpobservam maiintai ca

B4 o[ABA] ~AB-sin(/BA4) BA, o[ABA] AB-sin(£BA4,)
CA  o0[ACA] AC-sin(LCAA)' CA, o[ACA4,] AC-sin(LCA4,)’

iar egalitatea din enuntul teoremei rezultad imediat din aceste egalitati prin inmultire.

Si reciproca acestei teoreme este adevarata. Daca A; §i Az sunt puncte pe
latura BC si este adevarata egalitatea (1), atunci AA; $i AAz sunt ceviene izogonale.
Demonstratia se da usor prin reducere la absurd.

Un exemplu de ceviene izogonale este cel ilustrat in fig. 4 de catre inaltimea AD si
ceviana AE situata pe diametrul AF.

Fig.4

Afirmatia decurge din faptul ca unghiurile £ BAF si £ CAD sunt congruente avand
~omplemente congruente n triunghiurile dreptunghice ABD, respectiv ADC.

Observatii.

1. Relatia (1) exprima legatura dintre rapoartele in care punctele A; si Az impart
ztura BC.

2. Dacd trei ceviene AA', BB, CC' sunt concurente atunci si izogonalele lor AA", BB”,

T el

ZC"Ifig. 5) sunt concurente. A

/'3
B @—3 C
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Fig.5

Intr-adevar, prin ipoteza avem

BA' CB‘_AC'_1
A'C B'A C'B

De asemenea conform teoremei lui Steiner avem

BA“BA" 4B’ CB-CB" BC® AC'“AC" _AC?
CA“CA" AC?’ AB-AB" AB*’ BC-BC" B(C>

iar prin inmultirea acestor egalitati si tinand seama de ipoteza, rezulta egalitatea
B L C " AC" _1
A"C BIIA C"B

Conform reciprocei teoremei lui Ceva, ea ne arata ca AA" BB" CC" sunt ceviene

concurente.

1.3. TRIPLETE DE CEVIENE CONCURENTE PARTICULARE

In cele ce urmeaza vom considera de referinta un triunghi ABCTmpreuna cu notatiile

a+b+c
uzuale a=BC, b=AC, c=AB pentru laturile triunghiului p = B semiperimetrul, S aria

triunghiului, R si r razele cercurilor circumscris, respectiv inscris.

Daca AA;, BB; $i CCy (A4, € (BC),B, € (CA),C, € (AB)) sunt ceviene concurente

(fig. 6) notam x B4, CB, z A6, si conform teoremei lui Ceva este adevarats
] = ,y=—>»L. z= m i eva este adevirati
e 4C”? B4 CB °

p relatia xyz=1.
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Fig.6

Tripletul de valori (x, y, z) corespunde punctului de concurenta M; reciproc, unui
triplet (x, y, ), x>0, y>0, z>0, pentru care xyz =11i corespunde un punct M.

In context mentionam datele corespunzatoare pentru tripletele liniilor importante
dintr-un triunghi ABC

- pentru mediane, concurente in G (centrul de greutate) x=y =2z = 1

2

. R N ) c a b
- pentru bisectoare, concurente in I (centrul cercului inscris) x = —b—,y =—,z=—
C a
(rezultate afirmate de teorema bisectoarei);
- pentru naltimi concurente in H (ortocentru) avem (vezi fig.4)

BD AB-cosB sinC-cosB . . . _ctgB  cgC — cigd
x= = =— ,adica x = , V= ,Z=—
DC  AC-cosC sinC-cosB ctgC ctgA ctgB

Sau

- mediatoarele unui triunghi sunt, se stie, concurente n O {centrul cercului
circumscris). Ele nu sunt ceviene, dar punctului O 1i atasam tripletul cevienelor
determinate de cei trei diametri din varful triunghiului.

_ BE _o[ABE] _ AB-sin(£BAE)
EC  G[ACE] AC sin(£CAE)

Pentru evaluarea raportului x observam (fig.4) x

Cum triunghiul ABF este dreptunghic iar unghiul F este congruent cu C,avem

_ _ - . ~ AB-cosC
sin(£ZBAE) = cos F =cos C; analog sin(£LCAE) =cos B . Rezultd x = it
AC -cos B
AB ¢ sinC . sin2C sin2.A4 sin2hB
——=—= , obtinem x = ;analcg v =— , E= .
B sin2C sin2A4 A

sicum

AC a sinB

-
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1.4. PUNCTE REMARCABILE IN TRIUNGH]

Punctele (G, I, H, 0) sunt, se stie, celebre in geometrie. impreuna cu ele mentionam
alte cateva puncte cu statut deosebit, grupate sub titlul de mai sus.

1.4.1. Punctul lui Lemoine

O simedigndintr-un triunghi este cevianaizogonala cu mediana din varful respectiv.
Fiind izogonale de ceviene concurente conform observatiei 2 de la 1.2, simedianele dintr-
un triunghi vor fi si ele concurente. Punctul de concurenta este punctul lui Lemoine
(notat K'sau L). Daca AA’ este simediana in triunghiul ABC (fig.7) se observa ca potrivit

' CZ

teoremei lui Steiner avemn —— = =
A'C b

Fig.7

In sens reciproc, daca pentru punctul A’ de pe latura BC (fig.7) este adevarat
egalitatea anterioara, atunci A' este piciorul simedianei din A a triunghiului.

Demonstratia afirmatiei se da usor prin reducere la absurd.

Conchidem cd o ceviana AA' este simediana in triunghiul ABC daca sinumai daca

/ 12
| g

BA' ¢

A'C b

Cartea Romaneasca Educational - Colectia «Excelentd in Educatie”



Inocentiu DRAGHICESCU, Nicolae PAPACU ﬁ» :
Cateva complemente de geometrie intr-un triunghi ; "

2 2 2
C a

-;analog y=—7,z2=—7.
b ¢ a

Totodata mentionam caraportul xva fi x =

Observatie.
Un exemplu de simediana apare in constructia urmatoare. Pe laturile AB si AC ale
triunghiului ABC se construiesc in exterior patratele AMNB si APQC (fig.8)

D

Fig.8

Dreptele MN si PQ se intersecteaza in D, iar AD intersecteaza BCn A" Aratam ca AA'
este simediana in triunghiul ABC.

BA' o[ABA" _csin(£A'A4B)
A'C  o[ACA"] bsin(L4'AC)

Pentru aceasta observam maiintaica

. . MA . b
Dar sin(£A'AB) =sin(LADM ) = — = £ sianalog sin(£4'4C) = —.
AD  AD AD
[} 2
Rezultd —— =—5, deci AA' este simediana in triunghiul ABC.

A'C b

7 B\
B % C
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1.4.2. Punctul lui Gergone

Fie triunghiul ABC si cercul inscris in el, tangent laturilor sale in 4, € (BC),

B, €(CA), C, € (4B) (fig.9).

Fig.9

Deoarece 4B, = AC,, BA, = BC,, C4, = CB, avem
B4, =a-C4 =a-CB, :a—(b—AB’l)za—b+AB1 sicum 4B, = AC |=c-BC,, avem

BA =a-b+c—BA, prinurmare 2B4, =a—b+c=2(p-b), deci B4 =BC,=p-b.

Analog avem 4B, = AC, = p—a, C4 = CB, = p—c si astfel gasim ca

BAl'CBI-'ACI_p—b.p—c'p—a_1
AC BA CB p-c p—a p-b

Deci, conform reciprocei teoremeilui Ceva, cevienele AA;, BBy, CCy sunt concurente.

Punctul lor comun este I'" - punctul lui Gergone.

—b _ _
p rP—c _P Z,rezultate

Tripletul (x, y, z) corespunzator este x= , V R
, p-c p-a p-
echivalente cu
C B
8 g g
X = 2 y = zZ = 2
gl gC gl
p €2 %3 &
K.
14
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1.4.3. Punctul lui Nagel

Fie triunghiul ABC si cele trei cercuri exinscrise (fig.10).

Fig.10

Deoarece BA' = B4, CA'=CA4,, A4, = A4, avem
BA'=a—CA'=a-CA,=a—(AA,—b)=a+b— A4, sicum A4 =c+BA" avem
BA'=a+b—c—BA Rezulticd 2-BA'=a+b-c=2(p—c), deci BA'=p-c

4

_pb-c
AC p-b

siimediat CA"'= p—b . Prin urmare x =

- -b = = .
Analog y= p—a ,_ P77 si cum xyz=1 rezulta ca cevienele AA’, BB, CC' sunt
p—c: p—a
concurente.

Punctul de concurenta N este punctul lui Nagel.

, 3 p-c p—a p—b _
Tripletul corespunzator este x = » Y= » Z= , sau echivalent
p—>b p-c p—a

B C
18 18— g

i )
LT T AT B
€3 &3 €3

b=
1]

B

Cartea Ramaneasca Educational - Colectia ,Excelentd in Educatie”



P

'q; Inocentiu DRAGHICESCU, Nicolae PAPACU
Cateva complemente de geometrie intr-un triunghi = ==

e

Opservatie
Consideram triunghiul ABCTmpreuna cu cercul inscris si cercul circumscris tangent
laturii BC (fig.11)

Fig.11

Deoarece celor demonstrate mai nainte BD = p~b=CE, rezulti ci punctele D
si E sunt egal departate de B si respectiv C, deci sunt simetric dispuse pe BC fata de
mijlocul acestei laturi. Spunem ca punctele D si E sunt izotomice.

~ Esteusor de sesizat c3, daci A’ B', C'sunt puncte pe laturile BC, CA, respectiv AB ale
triunghiului ABC, iar A", B", C" sunt corespunzatoarele lor izotomice, atunci cevienele AA’,

BB', CC' sunt concurente daca si numai daca cevienele AA", BB, CC" sunt concurente.
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